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                              高等数学

第四章  常微分方程

§4.1  基本概念和一阶微分方程

（1） 内容要点

1、 基本概念

1、 常微分方程和阶

2、 解、通解和特解

3、 初始条件

4、 齐次线性方程和非齐次线性方程

2、 变量可分离方程及其推广

1、
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2、齐次方程：
[image: image2.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

=

x

y

f

dx

dy

 

3、 一阶线性方程及其推广

1、
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4、 全微分方程及其推广（数学一）

1、 
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2、 
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5、 差分方程（数学三）

（乙）典型例题

例1、求
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例2

求微分方程
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例3

设
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先求出对应齐次方程
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故所求解
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例4

设
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（1）求
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可知
[image: image33.wmf])

(

x

F

所满足的一阶微分方程为


[image: image34.wmf]x

e

x

F

x

F

2

4

)

(

2

)

(

=

+

¢


（2）


[image: image35.wmf][

]

[

]

x

x

x

x

x

dx

ce

e

c

dx

e

e

c

dx

e

e

e

x

F

2

2

4

2

2dx

2

2

4

4

)

(

-

-

ò

ò

-

+

=

+

=

+

×

=

ò

ò


将
[image: image36.wmf]1

0

)

0

(

)

0

(

)

0

(

-

=

=

=

c

g

f

F

代入，可知


于是

[image: image37.wmf]x

x

e

e

x

F

2

2

)

(

-

-

=


例5

求微分方程
[image: image38.wmf]2

3

2

2

)

1

(

1

)

(

y

dx

dy

x

x

y

+

=

+

-

的通解

解：令
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最后Z再返回x,y,v也返回x,即可。
§4.2
特殊的高阶微分方程（数学四不要）

（甲）内容要点

一、可降阶的高阶微分方程

	方程类型
	解法及解的表达式
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二、线性微分方程解的性质与结构


我们讨论二阶线性微分方程解的性质与结构，其结论很容易地推广到更高阶的线性微分方程。


二阶齐次线性方程


[image: image61.wmf]0

)

(

)

(

=

+

¢

+

¢

¢

y

x

q

y

x

p

y



（1）


二阶非齐次线性方程
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三、二阶常系数齐次线性方程
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特征方程根的三种不同情形对应方程通解的三种形式
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则方程的通解为
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四、二阶常系数非齐次线性方程


方程
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五、欧拉方程（数学一）
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例2 求下列微分方程的通解

 
[image: image136.wmf]0

1

)

(

2

=

+

¢

-

¢

¢

y

y

y


解
令
[image: image137.wmf]dy

dp

p

y

p

y

=

¢

¢

=

¢

则

,

，原方程化为



[image: image138.wmf]1

2

-

=

p

dy

dp

yp




[image: image139.wmf]ò

ò

¢

+

=

-

1

2

1

C

y

dy

p

pdp




[image: image140.wmf]1

2

|

|

ln

1

ln

2

1

C

y

p

¢

+

=

-






[image: image141.wmf]2

1

1

y

C

p

+

±

=






[image: image142.wmf]2

1

1

y

C

dx

dy

+

±

=


当
[image: image143.wmf](

)

2

2

1

1

1

1

1

ln

1

0

C

x

y

C

y

C

C

C

+

±

=

+

+

>

时，


当
[image: image144.wmf](

)

2

1

1

1

arcsin

1

1

0

C

x

y

C

C

C

+

±

=

-

-

<

时，


例3 求
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例4 求方程
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例5 解
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例6 设函数y＝y（x）在
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（1） 试将x＝x（y）所满足的微分方程
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例7．设f（x）＝x
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由条件和导数表达式可知f（0）＝0，
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例8 已知
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§4.3  微分方程的应用

一、微分方程在几何问题方面的应用

例1  求通过（3，0）的曲线方程，使曲线上任意点处切线与y轴之交点与切点的距离等于此交点与原点的距离。
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解：设曲线y＝y（x）上任意一点M（x，y），则其切线方程为Y－y＝
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解得       
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例 2  设函数f（x）在
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两边对t求导，
[image: image236.wmf](

)

(

)

(

)

t

f

t

t

tf

t

f

¢

+

=

2

2

2

3


令t＝x，f（t）＝f（x）＝y，得


[image: image237.wmf]xy

y

y

x

2

3

2

2

-

=

¢

，
[image: image238.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

x

y

x

y

dx

dy

2

3

2


令
[image: image239.wmf]dx

du

x

u

dx

dy

xu

y

x

y

u

+

=

=

=

,

,

，
这样，
[image: image240.wmf](

)

1

3

-

=

u

u

dx

du

x

，当
[image: image241.wmf]时

1

,

0

¹

¹

u

u



[image: image242.wmf](

)

x

dx

u

u

du

3

1

=

-

 两边积分后得
[image: image243.wmf]3

1

cx

u

u

=

-

，方程通解为

[image: image244.wmf]y

cx

x

y

3

=

-

，再由
[image: image245.wmf]9

2

2

=

=

x

y

，可得c＝-1

[image: image246.wmf]3

1

x

x

y

+

=

\


二、其它应用（略）
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